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Olimpiada Nationald de Matematica 2026
Etapa locala - Iasi, ianuarie 2026
Clasa a XII-a

Barem de notare si evaluare

Problema 1. Pe multimea numerelor reale R definim operatia asociativa

X —8[x+lj( +l)—l
Y s )\ 7T8) 8

a) Determinati elementele egale cu simetricele lor fata de operatia ,,

1 2 +1)-1
b) Demonstrati ca §O§o og = (nT) pentru orice numar natural n>?2 .
Solutie. a) Elementul neutrti €8te € = 0. .....ccccovueuriiuerririiriiieireeieieetee et Sp
11 1
XoX=0 | X+=| =— <X === 85U X =0 ittt e S5p
8 64 4
+1)-1
b) Demonstram prin inductie P(n): —ozo...oﬁzu, nx2
8 8 8 8
3 —
Deoarece loz —8(1 lj(erl)—l = 2371 =g , rezulta ca P(Z) este adevarata. .......... 5p
8 8 8 8)\8 8/ 8 8 8

Presupunem ca P(k) este adevarata pentru un numar natural k£ >2. Avem:

— — |
1,2,k kel (k+1) 1ok+1:8(("+1)- 1+%j(@+lj_lzg.ﬂ.ﬂ_l:

8 8 8 8 8 8 8 8 8) 8 8 8 8

)!—1 . oo
— deci P(k+1) este adevarata.

Prin urmare, P(n) este adevaratd, PEntril OTICE 712 2. ....uvuueuiumrereeeiiereenieeieseeseesiesesessesiesenns 8p

Problema 2. Se considera functia f,:(0,+x)—>R, f,(x J. t"arctgt df, unde neN".
a) Determinati f, (x), X€ (O, +oo) .
b) Calculati lim f,(1).

¢) Demonstrati ca lim n f, (1) = %

n—>+00

t* o1 x’ x arctgx
Solutie. a tarctgtdt =—arctgt| —| — =—arctgx—=+ TR 8
) f '[ & 2 & 0 2 1+ 2 & 2 2 P
1
b) 0< t”arct tdt< t dt———:> lim =0 e e 5
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1 tn+1 T 1 1 1 tn+1
C 1)= arctgtdr = — — Al o e 4
) £,(1) -[O(nﬂj 8 4 n+1 n+101+4¢ P
1 tn+l 1 +1 . ) n+l
Cum OSI > dtSJ‘ " de = , rezultd ca lim SAE =0, 4p
0]1+¢ 0 n+2 no+0d0 ] ¢
T on no ¢ " Vs
deci lim »nf. (1)=lim | — - A T 2
nico £, (1) H+°o(4 n+l n+1-|.01+t2 ] 4 P

Problema 3. Data functia f:R—R, definim pe multimea R a numerelor reale operatia ,, *
prin

x*y:f(x)+f(y),Vx,ye]R.
Determinati functia f stiind ca (R, *) este grup abelian cu proprietatea ca simetricul oricarui

element x € [—1, 1] este un element x' [—1, 1].

Solutie. Notam cu e elementul neutru al grupului (R, *) Din x=x%*e,VxeR, rezultd ca

f(x)zx—f(e),‘v’xeR. ................................................................................... Sp
Pentru x = e obtinem f(e)zg,agadar f(x):x—g, VX ER . oot 5p
Deoarece x*x'=e, avem ca f(x)+f(x'):e,prinurmare x'=2e—x,oricarear fi xeR.....5p

Pentru x =1 obtinem cd x'=2e—1€[-1,1], de unde e<[0,1].
Pentru x =—1 obtinem c¢d x'=2e+1¢€ [—1, 1] ,deunde ee [—1, O] )
In concluzie e=0, deci F(X) =2, VX € R L e Sp

Aceasta functie verifica toate conditiile din ipoteza problemer. ..........coceevueeviiniiiinieniieniceeee, 2p

Problema 4. Fie 0< a <b doud numere reale si f : [a, b] — R o functie de doua ori derivabila pe

[a, b], cu derivata a doua continua. Daca

b
jf(x)dx :%(azf’(a)—bzf’(b))+bf(b)—af(a),
ardatafi cd exista ¢ €(a, b) pentru care f"(c)=0.

Solutie. Avem:

j.f(x)dx=xf(x) ¥ —Txf'(x)dxz .............................................................................................. 5p
=bf (b)—af (a)- x—;f’( )0 —jl%zf”(x)dx et 4p
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b
szf"(x)dx=0 ............................................................................................................................ 3p
’ b

Conform teoremei de medie, exista ¢ €(a, b) pentru care Ixzf"(x)dx =’ f"(c)(b-a). ....... Sp
Cum c¢#0, b—a#0 (deoarece 0<a<c<b),urmeazdcd f"(¢)=0.......ccccciiii. Sp

Se adauga 10 puncte din oficiu
Orice alta solutie corecta va fi punctata corespunzator
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